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六 角形 蜂 富 网 络 的 反馈 ! 数 * 


HEBR 1,2 
(1- 福建 师范 大 学 数学 与 计算 机 科学 学 院 ， 福 州 350007; 2- 中 国 科学 技术 大 学 数学 系 ， 合 肥 230026) 
摘 要 : 一 个 图 的 反馈 点 集 指 的 是 在 去 掉 时 导致 图 无 圈 的 节点 子 集 ， 反 馈 集 问题 来 源 于 组 合 电路 设计 ， 在 
操作 系统 死 锁 预 防 ， 人 工 智 能 的 贝 叶 斯 推断 、 网 络 理论 有 大 量 应 用 . 六 角形 蜂窝 网 络 是 一 种 新 近 
提出 的 并 行 计算 互连网 络 . 本 文通 过 构造 的 方法 求 出 了 蜂窝 网 格 和 蜂窝 圆 环 面 网 络 的 反馈 数 . 
关键 词 : 蜂窝 网 络 ， 反 馈 集 ， 消 圈 数 ， 反 馈 数 
分 类 号 : AMS(2000) 05C20 中 图 分 类 号 : 0175.5 文献 标识 码 : A 


在 图 论 中 ， 图 的 圈 秩 定义 为 需要 从 一 个 图 中 去 掉 的 最 小 数目 的 边 ， 使 残存 图 没有 图 ， 更 明 
确 地 说 ， 如 果 一 个 图 G 有 个 顶点 、m 条 边 、k 个 连通 分 支 ， 那 么 图 的 圈 秩 p(G) =m—nt+k, 
Pal PKL AKA Betti Number. 但 是 针对 去 点 的 情形 却 没 有 简单 解 ， 对 一 些 特殊 的 图 结构 求解 也 是 
非常 困难 的 ， 这 就 是 所 谓 的 消 圈 数 ( 记 为 Y(G)) 问题 下 .在 组 合 网 络 理论 中 ， 在 一 个 简单 无 向 
网 络 删 去 某 些 节点 ， 使 剩 下 节点 的 导出 子 图 没有 轿 ， 则 称 删 去 的 节点 集 为 该 图 的 反馈 点 集 . 规 
模 最 小 的 反馈 点 集 称 图 的 最 小 反馈 点 集 ， 最 小 反馈 点 集中 的 节点 数 称 为 反馈 数 2.3. 

确定 图 的 最 小 反馈 点 集 问题 ， 因 其 在 诸多 领域 内 的 广泛 应 用 而 受到 重视 . 如 在 互联 网 中 ， 
如 果 网 络 有 回路 ， 广 播 消 息 会 一 直 在 网 桥 环 网 中 传递 ， 形 成 “广播 风暴 ”， 阻 塞 网 络 . 解决 
这 个 问题 的 做 法 就 是 想 办 法 尽 可 能 少 地 关闭 一 些 网 桥 ， 使 剩 下 的 网 络 不 再 有 回路 .对 一 般 图 
确定 最 小 反馈 点 集 是 一 个 NP-hard 问题 . 至 今 ， 人 们 只 能 对 一 些 特殊 的 图 给 出 了 求 最 小 反馈 点 
集 的 多 项 式 时 间 的 算法 后. 一些 可 作为 网 络 拓扑 的 图 的 反馈 数 的 上 、 下 界 陆 续 得 到 ， 如 网 格 
网 络 和 蝴蝶 网 络 [6,"1、 超 立方 体 由 、 星 图 四、 有 向 分 裂 星 图 中 9、 三 正则 凯 莱 图 [HH、 洗 牌 交换 网 
络 、De Bruijn 网 络 和 Kautz 网 络 [12,13]. 

定义 103 无 向 图 G(V, EB) 的 一 个 反馈 节点 集 正 是 V 的 一 个 子 集 ， 若 从 图 G 中 删除 五 中 的 
所 有 节点 及 其 相关 联 的 边 后 所 得 的 余 图 G' 没有 环 . 若 下 是 G 中 所 有 反馈 节点 集中 基数 最 小 的 
一 个 ， 就 称 它 为 G 的 一 个 最 小 反馈 节点 集 ，| 下 | 称 为 反馈 数 . 

51217] 设 G(V,E) 是 一 个 图 |V|==n, |B|=m， 那 么 反馈 数 至 多 为 m 一 n 填 1. 

由 上 述 引 理 易 得 : 

5120 RGV, E) 是 一 个 连通 图 和 且 有 |V|==n, [5| = m， 顶 点 节点 度 序列 为 di > dz > 
-> dn, MEV(G)=s, MA 


sS 


>》 (di-1)>m-n+1. 


i=1 
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由 引 理 2 易 得 一 般 图 结构 的 反馈 集 大 小 的 一 个 下 界 : 
引 理 303 设 图 G(V,E) 的 最 大 度 为 -， 那 么 G 的 任意 反馈 集 至 少 有 EVH, 


2 六 角形 蜂窝 网 络 的 反馈 数 


根据 图 论 知识 ， 已 经 有 许多 网 络 拓扑 结构 被 提出 来 .一 些 经 典 结构 ( 超 立 方 体 、 网 格 等 ) 已 
被 广泛 的 研究 和 应 用 . 最近 ，Stojmenovic 提出 一 种 新 的 网 络 0， 六 角形 蜂窝 网 格 ， 该 网 络 
是 一 种 平面 拓扑 的 互连网 络 ， 它 类 似 于 二 维 网 格 ， 不 过 节点 连接 度 只 有 三 ， 比 网 格 少 一 ， 
而 同时 具有 类 似 网 格 的 拓扑 性 质 (对 称 性 、 低 连接 度 、 可 递归 构造 性 等 )， 有 些 特性 还 优 于 网 
ROA IT] 文献 [14] 中 提出 了 一 个 简单 的 单 播 路 由 算法 . 广播 算法 的 研究 主要 有 Carle 提出 的 一 
种 all-to-all 全 广播 算法 [18]. 

定义 2049 k Kt (Honeycomb Meshes, HM;) 可 递归 地 定义 如 下 : HM, 为 正六 边 
Æ, HM: tite HM, SPR ATAWH, HM, BEAM. 的 边界 附加 了 6(t 一 1 个 正六 i 
形 ， 其 结构 和 连 边 方式 如 图 1 至 图 3. 


. 


Al: HM, 图 2: HM2 图 3: HM 





引 理 404 BRAKA HM 有 6t? AAA, 94? 一 3t 条 边 . 
引 理 5 RHR HM 的 最 小 反馈 集 为 ， 则 有 


3， 3 
|F| > at 一 att i 
证 明 因为 蜂巢 网 格 网 络 瑟 Mi 有 |V| = 6 如 个 节点 ，|E| = 90? — 3 条 边 ， 由 引 理 3 可 得 


IE|-|V|+1 _ 9% -3-6 +1 _ 32 31 
r—1 本 3-1 2 BP OF 


又 | 是 正 整数 ， 而 3t2 3t 十 1 为 整数 ， 则 3t? 于 十 二 为 假 分 数 ， 从 而 


|F| > 


3 a 
之 二 tt 
Pa 


引 理 6 设 蜂 梨 网 格 网 络 OM, 的 最 小 反馈 集 为 下， 则 有 
3 
|F| < st —5t+1. 
证 明 ”我 们 通过 如 下 递归 方法 构造 一 个 反馈 集 ， 从 而 得 到 HM 反馈 数 的 一 个 上 界 : 
HM, 为 一 个 正六 边 形 ， 当 任意 去 掉 其 中 的 一 个 点 ， 互 Mi 残存 图 没有 回路 ， 如 图 1. HM 
的 边界 是 六 个 正六 边 形 两 两 相连 ， 在 内 部 六 边 形 上 间隔 去 掉 三 个 顶点 ， 就 可 以 破坏 这 六 个 
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正六 边 形 形成 的 圈 ， 最 后 只 需 边 界 再 任意 去 掉 一 个 点 ， 总 共 去 掉 四 个 点 就 可 保证 互 WM2 残存 
图 就 没有 回路 ， 如 图 2. HM 的 边界 是 十 二 个 正六 边 形 两 两 相连 ， 在 内 部 六 边 形 上 间隔 去 
掉 三 个 顶点 ， 就 可 以 破坏 这 六 个 正六 边 形 形成 的 圈 ， 在 其 中 间 一 层 每 间隔 两 个 节点 ， 共 去 
掉 3 x2= 6 个 节点 ， 最 后 只 需 从 边界 上 任意 去 掉 一 个 点 ， 总 共 去 掉 3 x1+3x2+1=10 个 点 
就 可 保证 五 Ms 的 残存 图 没有 回路 ， 如 图 3. 由 递归 构造 可 知 ， 互 AM 需 去 掉 


3x1+3x2+…+3x 人 -ID+I=382-5t+1l 
个 点 后 ， 残 存 图 就 没有 回路 . Tot, & FN HM 的 最 小 反馈 集 ， 则 有 
34 .3 
eS 六 会 二 人 


综合 上 述 两 引 理 知 : 
定理 1 设 蜂巢 网 格 网 络 万 MM 的 最 小 反馈 集 为 ， 则 有 


3 3 
Fl = =t2— -t+1. 
JF = 50 — 5t+ 


定义 30419 H TERR HM 具有 边 对 称 和 点 对 称 性 质 ， 以 五 Ms 的 中 心 为 原点 ， 以 
与 五 Mi 的 三 种 走向 的 边 平 行 的 方向 建立 坐标 系 . 将 五 Me 的 在 边界 上 的 关于 轴 对 称 的 2 度 点 之 
间 连 边 ， 得 到 的 网 络 称 为 蜂 梨 圆 环 面 AT. 

3178704160 蜂巢 圆 环 面 网 络 HT, 有 Gt? 个 节点 ，9 妇 条 边 . 

类 似 于 引 理 5 的 证 明 有 : 

引 理 8 设 蜂 集 圆 环 面 网 络 HT eb REN F, WA 


P44, t HAR, 
|F| 2 
$41, t ABZ. 
引 理 9 WERUHA AT, Mil EAP, WA 


pi 32 +i, t 为 奇数 ， 
| %21, t ABA. 


证 明 ”我 们 通过 如 下 递归 方法 构造 一 个 反馈 集 ， 从 而 得 到 反馈 数 的 一 个 上 界 : 

1) 考虑 蜂 梨 园 环 网 络 AT, Pena: 五 A HM 通过 边界 上 的 2 度 点 之 间 连 边 得 
到 ， 当 任意 去 掉 其 中 两 个 间隔 的 点 ，HT 残存 图 就 没有 回路 ， 如 图 4. ATs 为 五 Ms 通过 边界 
上 的 2 度 点 之 间 连 边 得 到 ，HTs 内 部 的 去 点 方式 和 五 Ma 去 点 相同 ， 去 掉 3x1+3x2= 9 个 
点 . 再 考虑 边界 去 的 点 ， 把 缠绕 边 分 成 三 组 ， 去 掉 2x3 一 1 = 5 个 点 ， 即 总 共 去 掉 9+5 = 14 个 
点 ， 即 得 到 无 圈 图 ， 如 图 5. HT; XHM; 通过 边界 上 的 2 度 点 之 间 连 边 得 到 ，HTs 内 部 的 去 
点 方式 和 五 Ms 去 点 相同 ， 去 掉 3x1+3x2+3x3+3x4= 30 个 点 .再 考虑 边界 去 掉 的 点 ， 把 
缠绕 边 分 成 三 组 ， 如 图 6 所 示 ， 即 每 组 比 矿 Ms 相应 的 每 组 多 去 一 个 点 ， 共 去 掉 3x3 一 1 = 8 个 
点 ， 即 总 共 去 掉 30 + 8 = 38 个 点 ， 即 得 到 无 疾 图 . l 

当 t 为 奇数 时 ， 由 递归 构造 可 知 ，HT AMS AA MM, E, APB BH O- 3 
点 ， 边 界 HT, 中 每 组 比 ATi 相应 的 每 组 多 去 一 个 点 ， 即 去 掉 

t+1 3t 


1 
See = 
2 ~ 979 
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个 节点 . 


2) 考虑 蜂 梨 园 环 网 络 AT, Hp tae: HT 为 玉 M2 通 过 边界 上 的 2 度 点 之 间 连 边 得 
到 ，HT 内 部 的 去 点 方式 和 万 M2 去 点 相同 ， 去 掉 3 x 1 = 3 个 点 . 再 考虑 边界 去 的 点 ， 把 缠 
绕 边 分 成 三 组 ， 如 图 7 所 示 去 点 ， 去 掉 1 x 3 十 1 = 4 个 点 ， 即 总 共 去 掉 3 十 4= 7 个 点 ， 即 得 
到 无 圈 图 . ATA AM, 通过 边界 上 的 2 度 点 之 间 连 边 得 到 ，HT 内 部 的 去 点 方式 和 五 Ma 去 
点 相同 ， 共 去 掉 3x 1 十 3 x 2 十 3 x 3 = 18 个 点 . 再 考虑 边界 去 的 点 ， 把 缠绕 边 分 成 三 组 ， 如 
图 8 所 示 去 点 ， 即 AT, AK AT, 的 相应 组 多 去 一 个 点 ， 去 掉 2 x 3 十 1 = 了 7 个 点 ， 即 总 共 去 
掉 18 十 7 = 25 个 节点 ， 即 得 到 无 圈 图 . 当 t 为 偶数 时 ， 由 递归 构造 可 知 ，HTi 内 部 去 点 方式 
和 万 Mia 一样 ， 共 去 掉 SP 一 让 个 点 ， 边 界 上 五 每 组 缠绕 边 比 HT,- 相应 组 多 去 一 个 点 ， 即 


去 掉 
t x3+1=%+1 
个 点 ， 总 共 去 掉 M 
st a. 


个 节点 ， 即 得 到 无 圈 图 . KAA, HM 的 最 小 反馈 数 
S43, t 为 奇数 ， 
|F| < 
S41, t ABA. 


综合 上 述 两 引 理 知 ， 
定理 2 KEKAH HN Hae) RRA, WA 


piz 344, t WR, 
341, t APR. 





a av AAN 
SRS 
49 






图 4: AT, 图 5: HT, 图 6: HT; 图 7: HT; 
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Feedback Number of Honeycomb Networks 
ZHOU Shu-ming’? 


(1- College of Mathematics and Computer Science, Fujian Normal University, Fuzhou 350007; 
2- Department of Mathematics, University of Science and Technology of China, Hefei 230026) 


Abstract: The feedback vertex set of a graph is a vertices subset which results in an acyclic graph 
when it is removed. The feedback set problem originates from the combinatorial circuit design, and 
has found their way into numerous other applications, such as the deadlock prevention in operating 
system, Bayesian inference in artificial intelligence and network theory. Honeycomb network is a newly 
introduced interconnection network for parallel computing. By the construction of feedback set, we 
obtain the feedback number of the Honeycomb mesh and Honeycomb torus. 

Keywords: honeycomb network; feedback set; decycling number; feedback number 
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